Correction du devoir surveillé n°4

Partie I : valeur exacte de cos(%ﬂ)

On considere le polynéme P = X° — 1 de R[X].
2
Le but de cet exercice est de déterminer la valeur exacte du réel o = cos (W>

5
4
On pose aussi = cos <57r>

1. P(1) =0 donc X — 1 divise le polynéme P.

2. En effectuant la division euclidienne de P par X —1, on obtient P = (X —1)(X*+ X?+ X?+ X +1).
Onnote Q = X4+ X3+ X2+ X +1.

3. Us={l,e% e, e% % }. Dot P= (X —1)(X —e5)(X —e+)(X —e™)(X —e*).
Par conséquent, P = (X — 1) (X2 — 2cos (%ﬂ) X + 1) (X2 — 2cos (%ﬂ) X + 1).

4. Par conséquent, Q = (X? —2aX + 1) (X% - 26X +1)

5. En développant, on obtient Q = X* —2(a+ 3)X? +2(1+2a8) X% —2(a+ 8)X + 1.Par identification
des coefficients : a 4+ 5 = —% et aff = —%.

6. Donc «v et 5 sont solutions de 'équation (F) : J,‘Q—l—%x—l =

4
A= Z et donc ses solutions sont _11"@ et _11*/5. Le réel a étant positif, a =

0. Cette équation admet pour discriminant
—1+V5
T

Partie II : une équation dans R[X]

Soit n € N*. On note
(E): (X —1)P' =nP

I'équation d’inconnue P € R[X].
On remarque d’abord que le polynéme nul est solution de (E).

Analyse :
On suppose que I'équation (£) admet une solution non nulle que 'on note P.

d
1. On note d le degré de P et P = Z ar X ¥ ol (ar)repo.q) € R avec aq # 0.
k=0
Le coefficient dominant de (X — 1)P’ est dagy et celui de nP est nay.

Or (X —1)P" =nP, donc dag = nay. De plus a4 # 0 donc d = n i.e. deg(P) = n.
2. (a) En évaluant en 1 I'égalité (X — 1)P’ = nP, on trouve P(1) = 0. Donc 1 est une racine de P.

(b) Montrons par récurrence que pour tout k¥ € N, (X — 1)P*+) = (n — k) P*).
Comme P vérifie (X — 1)P’ = nP, la propriété est vraie pour k = 0.
Soit k € N, supposons que (X — 1)P**+) = (n — k)P®)_ En dérivant, on trouve :

(X — 1)P*+2) 4 pltl) — (p — ) P*HD j e (X — 1)P*D = (n — (k+1))P*+D

La récurrence est établie. Conclusion : Yk € N, (X — 1)P*+1) = (n — k) P®).
(c) D’apres la question précédente, pour tout k € N, (n — k)P® (1) = 0.
Donc, pour tout k € [0,n — 1], P®)(1) = 0. De plus, P™ (1) = nla, # 0.
Conclusion : 1 est racine de P de multiplicité n.
3. P est un polynome de degré n et on a trouvé n racines comptées avec multiplicité, d’'ou P est scindé.
Plus précisément, il existe A € R* tel que P = A\(X — 1)™.
Synthése et conclusion :
4. Pour P= XX —1)"avec A€ R, ona (X —1)P' =nA(X — 1) =nP.
Conclusion I’ensemble des solutions du probléeme est {A(X — 1)", A € R}.
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Partie III : étude du point fixe du sinus cardinal

sin(z)

On s’intéresse a la fonction f définie sur R par f(z) = pour x # 0, et f(0) =

Cette fonction est appelée sinus cardinal.
On a représenté ci-dessous sa courbe 7, ainsi que la droite d’équation y = =.

y

A4 N

On considérera aussi la fonction auxiliaire g :  — x cos(x) — sin(x).
1. f(z) =0 <= z#0et sin(zx) =0 <= z € {km ke Z}.
Donc la courbe % coupe 'axe des abscisses aux points d’abscisses {km, k € Z*}.

sin(—x) _ sin(x)

2. Soit ¢ # 0, f(—x) = = f(z) et f(—0) = f(0). Donc la fonction f est paire.

-z x
Par ailleurs, |sin(z)| < 1, d’ou lim sin(z) = 0. De méme, lim sin(z) = 0.
r—+00 €x T——00 €x

3. On a déja que f est continue sur R* car f est le quotient de deux fonctions continues sur R* avec
celle située au dénominateur ne s’annulant pas.

ML) BT N,
x—0

De plus, sin(xz) ~ z, d’ou sin(z)
z—0 €T z—0

= 1= f(0) donc f est continue sur R.

4. La fonction f est dérivable sur R* car f est le quotient de deux fonctions dérivables sur R* avec celle
située au numérateur ne s’annulant pas. De plus, pour tout x € R*,

o) = x cos(x) 2—Sin(a:) _ g(f)

T

5. Le but de cette question est de montrer que f est dérivable en 0.

(a) La fonction sin est dérivable sur R et Vx € R, |sin’(z)| = | cos(x)| < 1.
D’apres I'inégalité des accroissements finis, sin est 1-lipschitzienne.
D’ou Vz € R, [sin(z) — sin(0)| < |z — 0] i.e. |sin(z)| < |z|.
(b) Soit z € R*.
La fonction g est dérivable sur R et ¢’ : x — —xsin(z). On utilise 'égalité des accroissements

finis entre 0 et & pour g. Il existe donc a, compris entre 0 et x tel que %:g(o) = ¢'(a;) ie.
g(x) = —agsin(a;) x.

(c) Vo e R*, |f'(2)| =
(d) On a donc f'(z) — 0 D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et
f'(0) =
Pour tout k € N, on note I l'intervalle [km, (k + 1)7].

o)l  laalisea] |y

6. La fonction g est continue et dérivable sur Iy. Pour tout x € I,

g (x) = —zsin(z) < 0.
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De plus, il y a égalité uniquement pour x = 0 ou x = w. L’ensemble des points dans Iy ou la
fonction ¢’ s’annule est un ensemble fini, donc ¢ est strictement décroissante sur Iy. Donc pour tout
x € Ih\{0},

g(x) < g(0) =0.

On en déduit que f < 0 sur |0, 7| et f/(0) = 0. L’ensemble des points de I ou la fonction f’ s’annule
est un ensemble fini, donc f est strictement décroissante sur Ij.
7. Soit k € N*.
(a) f est continue sur [k, (k4 1)r|, dérivable sur |k, (k + D)7w[ et f(kn) = f((k+ 1)m) = 0.
D’apres le théoreme de Rolle, il existe un réel oy, € |k, (k + 1)7[ tel que f'(ax) = 0.
(b) Supposons par I'absurde qu'il existe un réel 8 € |km, (k + 1)7[ tel que f'(Bx) = 0.
La fonction g est continue et dérivable sur I,. On a g(8x) = B2 (Bx) = 0 et g(ag) = ai f'(ag) =
0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe 7y entre oy, et 5 tel que ¢’ () = 0 ce qui est impossible.
En effet, pour tout z € |k, (k + 1)x|, ¢'(x) = —xsin(z) # 0.
Conclusion : il existe un unique réel oy € Jkm, (k + 1)7] tel que f'(ay) = 0.
[

(¢) On a que f'(km) = % et il existe un unique réel oy € |k, (k4 1)n[ tel que f'(ay) = 0.
Comme f’ est continue sur I, :
- si k est pair alors [ est strictement positive sur [k, o[ et f’ est strictement négative sur
|k, (k 4+ 1)7]. Donc f est strictement croissante sur [k, ] et f est strictement décroissante
sur |oy, (kK + 1)7).
- si k est impair alors f’ est strictement négative sur [k, ai| et f’ est strictement positive sur
|lag, (k + 1)7]. Donc f est strictement décroissante sur [km, o] et f est strictement croissante
sur [og, (kK + 1)7).

2
8. (a) Considérons h : x % — g(z). Donc h est de classe €* sur R et pour tout = € R,

h'(z) = x + xsin(z) = z(1 + sin(x)) .

On en déduit que A’ < 0sur R_ et A’ > 0 sur R,. Donc h est décroissante sur R_ et croissante
h sur R, . Par conséquent, h admet un minimum en 0 qui vaut h(0) = 0.
2
x
Conclusion : h est positive sur R c’est-a-dire que Vz € R, g(z) < 5"

2
On admet qu’on a aussi U'inégalité g(z) > — %
(b) On a que, pour tout x € R*, f'(z) = g;f)

D’apres la question précédente, on a, pour tout x € R* :

<T@ <

N —

Par ailleurs f/(0) = 0, donc Vz € R, |f/(z)] < ;
9. Supposons qu’il existe ¢ € R un point fixe de f,
flc)=c,doncc#0et c#1 (car f(0)=1et f(1)#1).
On a sin(c) = ¢, donc —1 < ¢ < 1.
De plus, la fonction sinus est négative sur [—1,0[.
On en déduit que s'il existe un point fixe ¢ de f alors ¢ €]0, 1].
Considérons s :  — f(z) — . Les points fixes de f sont les zéros de s.
La fonction s est continue sur [0, 1] et s(0) =1 > 0 et s(1) =sin(1) — 1 < 0. D’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe ¢ €0, 1] tel que s(c) =0 i.e. f(c) =c.
Or f est strictement décroissante sur I (question 6.), par conséquent s est strictement décroissante
sur [0, 1] donc injective. Donc si il existe ¢’ € [0, 1] tel que s(¢’) = s(¢) = 0 alors ¢ = c.
Conclusion : f admet un unique point fixe ¢ dans R, et ce point fixe appartient & |0, 1[.
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10. On considere la suite (uy,),en de premier terme uy = 0 et telle que u,11 = f(uy).

(a) On a montré dans la question 6. que f est strictement décroissante sur I et donc sur [0, 1]. On
en déduit que si 0 < z < 1 alors

0<f(1) < flz) < f(O)=1.

Donc [0, 1] est stable par f.
Comme uy = 0 € [0,1], on a que u, € [0,1] pour tout n € N.

(b) La fonction f est continue sur [0,1], dérivable sur ]0, 1[ et pour tout = €0, 1[, | f'(z)| < 3.
D’apres 'inégalité des accroissement finis, pour tout n € N, |f(u,) — f(c)| < 3|u, — ¢| ie.

1
[tn 1 = ¢ < Slun — ¢
2

. 1 .
(¢) D’ot, pour tout n € N, |u,, — ¢| < Q—n\uo — ¢|, et donc nl_lgloo |un, — | = 0.
On a montré que (u,) converge vers c.
c 1 1
(d) Pour tout n € N, |u, — | < o S g On choisit donc n tel que 3 S 1073 i.e. m > logy(103).
(e) La fonction f est décroissante sur [0, 1] donc f o f est croissante sur [0,1]. On en déduit que
(U2 )nen €t (U2n11)nen sont monotones et de sens de monotonie inverse. Or uy > uy = 0, donc
(U2 )nen est croissante et (ugy,i1)nen est décroissante. La suite (u,) converge vers ¢, donc les
sous-suites (ugy,) et (ug,11) converge également vers c. On en déduit alors que les suites (U, )nen
et (U2n41)nen sont adjacentes. Donc, pour tout n € N,

Uy < Ugp < €K Ugpy1 S U -

On a donc |u, — ¢| < |uy, — tpqq| pour tout n € N.
Conclusion : Ve > 0, Yn € N, |u, —tup41| <e = |u, — | <e.

(f) import math

def f(x):
if x==0:
return 1
else:

return math.sin(x)/x

def erreur(e):
u=0
v=f(0)
while abs(u—v)>e:
u=v
v=f(v)

return u

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2022/2023



